INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA

VESTIBULAR 2016

PROVA DE MATEMATICA

INSTRUCOES

Esta prova tem duragdo de quatro horas.
Nio ¢ permitido deixar o local de exame antes de decorridas duas horas do inicio da prova.

Vocé podera usar apenas lapis (ou lapiseira), caneta preta de material transparente, borracha e régua. E proibido
portar qualquer outro material escolar.

Esta prova é composta de 20 questdes de miiltipla escolha (numeradas de 01 a 20) e de 10 questdes dissertativas
(numeradas de 21 a 30).

As 20 questdes de miltipla escolha correspondem a 50% do valor da prova e as questdes dissertativas, aos 50%
restantes.

Vocé recebeu este caderno de questdes e um caderno de solugdes com duas folhas de rascunho. Verifique se o
caderno de questdes esta completo.

Numere sequencialmente de 21 a 30, a partir do verso da capa, cada pagina do caderno de solugdes. O niimero
atribuido a cada pagina corresponde ao da questdo a ser resolvida. Nfio escreva no verso da parte superior da capa
(regido sombreada) do cademo de solugdes. As folhas centrais coloridas deverdo ser utilizadas apenas como
rascunho e, portanto, nio devem ser numeradas e nem destacadas pelo candidato.

Cada questdo de multipla escolha admite uma tnica resposta.

As resolugdes das questdes dissertativas, numeradas de 21 a 30, podem ser feitas a lapis e devem ser apresentadas de
forma clara, concisa e completa. Respeite a ordem e o espago disponivel no caderno de solugdes. Sempre que
possivel, use desenhos e graficos.

Antes do final da prova, vocé recebera uma folha de leitura dptica, destinada a transcricio das questdes
numeradas de 1 a 20. Usando caneta preta de material transparente, assinale a opgdo correspondente a resposta
de cada uma das questdes de multipla escolha. Vocé deve preencher todo o campo disponivel para a resposta, sem
extrapolar-lhe os limites, conforme instrugdes na folha de leitura optica.

Cuidado para ndo errar no preenchimento da folha de leitura optica. Se isso ocorrer, avise o fiscal, que lhe fornecerd
uma folha extra, com o cabegalho devidamente preenchido.

N#o havera tempo suplementar para o preenchimento da folha de leitura éptica.

Na ultima pagina do caderno de solugdes, existe uma reprodugdo da folha de leitura dptica, que devera ser preenchida
com um simples trago a lapis durante a realizagdo da prova.

A ndo devolugio do caderno de solugdes, do caderno de questdes e/ou da folha de leitura optica implicara a
desclassificacdo do candidato.

No dia 22/12/2015, a partir das 10:00 horas, o gabarito da parte objetiva desta prova estara disponibilizado no site do
ITA (www.ita.br).

Aguarde o aviso para iniciar a prova. Ao termina-la, avise o fiscal e aguarde-o no seu lugar.



NOTACOES

R : conjunto dos numeros reais

C : conjunto dos nimeros complexos
i : unidade imaginaria: 2 = —1

Hi : médulo do nimero 2 € C

Re(z) : parte real do namero z € C
Im(z) : parte imaginaria do numero z € C

det M : determinante da matriz M.

MT . transposta da matriz M
M~ : inversa da matriz M

I, : matriz identidade n x n
MN  : produto das matrizes A/ e .V

d(P,r) : distancia do ponto P & reta r

AB : segmento de reta de extremidades nos pontos A e BB
0.l)] ={reR:a<c<b}
a.b] ={z€eR:a<r<b}

la.b] ={reR:a<z<b}
la.bf ={reR:a<z<b}
X\Y ={zeXezx¢gY}

Observagao: Os sistemas de coordenadas considerados sdo os cartesianos retangulares.

Questao 1. Considere as seguintes afirmagoes:
I. A funcdo f(z) =log), (¥*) é estritamente crescente no intervalo |1. +2c.

II. A equagdo 2**2 = 3*~! possui uma tinica solugao real.

III. A equagdo (g + 1)* = 2 admite pelo menos uma solugao real positiva.
E (s@io) verdadeira(s)

A () apenas L. B ( ) apenas I e Il C ( ) apenas II e IIL
D()I Ilelll E ( ) apenas IIL

Questao 2. Se r é um nimero natural com 2015 digitos. entdo o nimero de digitos da parte inteira
de /7 é igual a

A () 285. B () 286. C () 287. D ( ) 288. E () 289.
Questao 3. Escolhendo-se, aleatoriamente, trés nimeros inteiros distintos no intervalo [1.20]. a
probabilidade de que eles estejam, em alguma ordem. em progressdo geométrica é igual a

2 2 1 4 1
A()§§g B(}ﬁ- C(}@- D(]EE;)- E ( 30"



Questdo 4. Setgr =7 ez € (7. 22, entdo sen3x é igual a

V14 V14 /14 _ V14 V14
A()-2= B()X— c()X= D()-———. E{ J =
& 8 4 4 6
Questdo 5. Seja (a@y.a9.a3....) a sequéncia definida da seguinte forma: a; = 1000 e

an = logo(1 + a,—1) para n > 2. Considere as afirmacdes a seguir:
I. A sequéncia (a,) é decrescente.

II. a,>0paratodon>1.

III. a, <1 para todo n > 3.

E (sao) verdadeira(s)

A ( ) apenas L B( )apenasIell C ( ) apenas IT e III.
D()I, IIelll E ( ) apenas IIIL

Questao 6. Seja P, um poligono convexo regular de n lados. com n > 3. Considere as afirmacdes
a seguir:

I. P, é inscritivel numa circunferéncia.
II. P, é circunscritivel a uma circunferéncia.
III. Se £, € o comprimento de um lado de P, e a, é o comprimento de um apétema de P,. entdo

aﬂ'.
7 < 1 paratodon > 3.
n

E (sdo) verdadeira(s)

A () apenas L B ( ) apenas II. C ( ) apenas IIL
D ( ) apenasIell E()LIIelllL

Questao 7. Um triangulo esta inscrito numa circunferéncia de raio 1 cm. O seu maior lado mede 2
cm e sua area é de ;,1-5 cm?. Entéo, o men6r lado do triangulo. em cm. mede

1 _ 1 2
A 1= =, = C —=. D e E (
() 7 B()y2-Wv2 ()v'2 ()\/6 ()
Questao 8. Se o sistema de equagoes

r+y+4: =2
T+2y+§: =3
3r+y-+ldz =b

é impossivel, entdo os valores de a e b sao tais que
A()a=6eb#4d B()a#6eb#4 C()a#6eb=4.
D()a=6eb=4. E ( ) a é arbitréario e b # 4.

Questdo 9. Se P e () sdo pontos que pertencem & circunferéncia 22 + y> =4 e d reta y = 2(1 — ),
entdo o valor do cosseno do dngulo POQ é igual a

AC)-3 B()-3 c()-2 D()-1 E() -1



Questao 10. Um triangulo retangulo tem perimetro igual a ¢v/5, em que £ é o comprimento da
hipotenusa. Se « e 8 sdo seus angulos agudos, com « < 3, entdo sen(3 — «) é igual a

A()5-2V5. B()—6+3v5. C () V16v5 - 35.
() V20V5 — 44. E () V18V5 - 40.

Questao 11. Seﬂﬁf:{; ﬁé]e!\l=[_? ;} entdo MNT — M~-IN & igual a
3 _3 3 _1 3 _1 3 _8 3 _U
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
A()[é_g} B()[z_g} C()[E _Q]D()[lg —QJE()[E J]
2 T2 2 T2 2 2 2 T2 2 T2

Questao 12. Considere as afirmagdes a seguir:
I Se z e w sdo nlimeros complexos tais que z—iw = 1—2i e w—2z = 2+3i, entdo 22+w? = —3+6i.
II. A soma de todos os nimeros complexos z que satisfazem 2|z|? + 22 = 4 + 2; é igual a zero.

III. Se z=1-1, entdo 2% = 229(—1 + ).
E (sdo) verdadeira(s)

A () apenas L. B ( ) apenasIe Il C () apenas I e IIIL.
D ( ) apenas II e III. E( )L IIelll

Questao 13. Sejam A uma circunferéncia de raio 4 cm e PQ uma corda em A de comprimento 4 cm.
As tangentes a A em P e em @ interceptam-se no ponto R exterior a A. Entdo, a area do triangulo
PQR, em cm?, é igual a

A2 B j L2 c() ¥ p()2 WS

Questao 14. Se a reta de equagao x = a divide o quadrilatero cujos vértices sdo (0,1), (2, 0), (4,0)
e (6,4) em duas regides de mesma 4rea, entdo o valor de a é igual a

A()2v6-1. B()2v6-1. C()3/5-4 D()2v7-2 E()3/7-5.

Questao 15. Seja p o polinémio dado por p(z) = z® + 2™ — 22", em que os expoentes 8,m,n
formam, nesta ordem, uma progressao geométrica cuja soma dos termos é igual a 14. Considere as
seguintes afirmagoes:

I. 2 =0 ¢é uma raiz dupla de p.

II. 2z =1 & uma raiz dupla de p.
ITII. p tem quatro raizes com parte imaginaria nao nula.

Destas, ¢ (sdo) verdadeira(s)

A () apenas I B ( ) apenasIell C () apenas I e IIL
D ( ) apenas IT e III. () I IIelll



Questao 16. Seja ABC um triangulo equilatero e suponha que M e N sao pontos pertencentes ao
lado BC tais que BM = MN = NC. Sendo « a medida, em radianos, do dngulo M AN, entao o
valor de cosa é

13 14

AC) o B()

CO) g D () E() 1o

Questao 17. Uma esfera S;, de raio R > 0, esté inscrita num cone circular reto K. Outra esfera,
Sy, de raio 7, com 0 < r < R, esta contida no interior de K e é simultaneamente tangente & esfera
S; e a superficie lateral de K. O volume de K é igual a

mR® 2 RS RS 47 RS 5 R®
AC) 3r(R-r) B() 3r(R—r) cO) r(R—r) D) 3r(R—r) EC) 3r(R—r)

Questao 18. Considere o polindmio p com coeficientes complexos definido por
p(2) =2+ (24023 + (2+49)22 + (2 + 1)z + (1L +14).

Podemos afirmar que

A () nenhuma das raizes de p é real.
B ( ) ndo existem raizes de p que sejam complexas conjugadas.

C ( ) a soma dos modulos de todas as raizes de p é igual a 2 + V2.
D()

(
E () o modulo de uma das raizes de p é igual a /2.

o produto dos modulos de todas as raizes de p é igual a 2v/2.

Questao 19. Pintam-se N cubos iguais utilizando-se 6 cores diferentes, uma para cada face. Consi-
derando que cada cubo pode ser perfeitamente distinguido dos demais, o maior valor possivel de N
é igual a

A()10 B()15 C ()20 D( )25 E()30

Questao 20. Em um tridngulo equilatero ABC de lado 2. considere os pontos P, M e N pertencentes
aos lados AB, BC e. AC, respectivamente, tais que

a) P é o ponto médio de AB;

b) M é o ponto médio de BC;

¢) PN ¢é a bissetriz do angulo APC.

Entdo, o comprimento do segmento M N é igual a

A()V10-4V3 B()yV5-2v3 C()y6-3V3
D()y10-5V3 E()vV5/3-5



AS QUESTOES DISSERTATIVAS, NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER
RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO CADERNO DE SOLUCOES.

Questao 21. Seja f a fungdo definida por f(z) = log,.,(z? — 2z — 8). Determine:
a) O dominio Dy da fungao f.

b) O conjunto de todos os valores de r € Dy tais que f(x) = 2.

b) O conjunto de todos os valores de = € Dy tais que f(x) > 1.

Questdo 22. Sejam & e y pertencentes ao intervalo [(. 7. Determine todos os pares ordenados (:. y)

tais que
{ V2cosr —seny =

\/§SEH T =+ \/ECOS y =

(-1 L

L L

Questao 23. Um hexagono convexo regular H e um triangulo equilatero T estdo inscritos em
circunferéncias de raios Ry e Rr. respectivamente. Sabendo-se que H e T tém mesma area. determine

a razio %ﬂ.
T

Questao 24. Seja A a matriz de ordem 3 x 2. dada por

10
A=101
11

a) Determine todas as matrizes B tais que BA = I,.

b) Existe uma matriz B com BA = I, que satisfaca BBY = I,? Se sim. dé um exemplo de uma
dessas matrizes.

Questao 25. Numa certa brincadeira. um menino dispée de uma caixa contendo quatro bolas. cada
qual marcada com apenas uma destas letras: N. S. L e O. Ao retirar aleatoriamente uma bola, ele
vé a letra correspondente e devolve a bola a caixa. Se essa letra for N, ele d4 um passo na diregdo
Norte; se S, em dire¢do Sul. se L, na direcao Leste e se O. na direcao Oeste.

Qual a probabilidade de ele voltar para a posi¢do inicial no sexto passo?

Questdo 26. Sejam S um subconjunto de R? e P = (a.b) um ponto de R?. Define-se distdncia de
P a S, d(P.S), como a menor das distancias d(P.Q). com Q € S:

d(P.S) = min{d(P.Q) : Q € S}.
Sejam S = {(z.y) ER?:z=0e y>2} e S, = {(r.y) € R?: y = 0}.
a) Determine d(P. S;) quando P = (1.4) e d(Q.S;) quando Q = (—3.0).

b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de S; e de S,.

Questao 27. Sejam a, b, ¢ nimeros rais com a # 0.

a) Mostre que a mudanga = + ﬁ = 2 transforma a equacao
az® + bz +ca +br+a=0
numa equagao de segundo grau.

b) Determine todas as raizes da equagao r* ~ 32° — 22> ~ 32+ 1= 0.



Questao 28. Considere as circunferéncias

M2+ —8r+4y=20

Ay a?+y?—2r—8y=8.
O triangulo ABC satisfaz as seguintes propriedades:
a) o lado AB concide cowm a corda comum a A; e Ay
b) o vértice B pertence ao primeiro quadrante:

c) o vértice C pertence a Ay e a reta que contém .AC' é tangente a Ay.

Determine as coordenadas do vértice (.

Questdo 29. Determine o termo constante do resto da divisdo do polinomio (1 + x + z2)* por
(1+2)3

Questao 30. Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 inscreve-se um tetraedro regular
com uma de suas faces paralela & base do cone, e o vértice oposto coincidindo com o centro da base
do cone. Determine o volume do tetraedro.



